Fonction carr é et fonctions associées

A. Fonction carré

| Lafonction carré est lafonction qui atout réel x associe le réel x2.

1- Représentation graphique

Commencons par construire la représentation graphique
de lafonction carré a partir d' un tableau de valeurs.

X | 4] 3| 2]-1]0]1]2]34
| 16|94 |1|0|1|4[9]16

On obtient la représentation graphique ci-contre, on
appelle la courbe une paraboled'équation y = x2.

2- Parité

La représentation graphique de lafonction carré possede
un axe de symétrie qui est I'axe des ordonnées.
Le segment [MM’] joignant deux points de la courbe
d’ absci sses opposées est coupé perpendiculairement en son
milieu par I’ axe des ordonnées. Celui-ci est donc un axe de
Ssymétrie.
V oyons comment cette propriété géométrique se traduit de
y=x? facon algébrique.
Pour tout réel X, I'image de x est x2 et I'image de —x est
(—X)2 qui est aussi égal a*2.
Ainsi, pour tout réel x, x et —x ont laméme image.

a) Définition

Unefonction f est paire si pour tout réel x de son ensemble de définition, le nombre —x fait aussi
partie de I'ensemble de définition et f (-x) = f (x).

Lafonction carré est donc un exemple de fonction paire.

b) Propriété
La représentation graphique de toute fonction paire admet |’ axe des ordonnées comme axe de

symétrie.

3- Tableau de variations

La représentation graphique de lafonction carrée nous suggére le tableau de variations suivant :
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Notons que 0 est un minimum pour X2, car un carré

est toujours positif.

X | —® 0

X2

4- Résoudre I'équation x2 = a

Soit aun nombre régl.
3 caspossibles:

Sia<0, aorsl'équation x2 = an'a pas de solutions car un carré est toujours positif.

<
I
%X

pas de solution graphique
Pas d'intersection entre la droite et la courbe X?.

a<o0

Sia=0, aorsl'éguation X2 = 0 a une solution unique qui est 0.

Une solution graphique
L'intersection entre ladroite et la courbe X% est limitée & un point x=0.

<
I
%

Deux solutions graphiques
L'intersection entre la droite et la courbe X? est limitée & 2 points

A 1
! s/ y=x2
| |
I |
1 i

xX1= \/a et xo= \/5

-SD \/? o \/?5
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B. Fonctions polyndmes du second degré

1- Définition

On dit qu'une fonction f est un polyndme du second degré sil existe troisréelsa, b et c avec

a# Otelsque f(X)=ax2+bx+c

Exemples
a) Lafonction carré

est une fonction polynéme du second degréavec a=1letb=c=0.

b) Lafonctionf définie par f (X) = =@ + 2X — 3 est une fonction polynéme du second degré avec

a=-1,b=2etc=-3.

c) Lafonction g définie par g(X) = );

a= 1,b:Oetc:-4.

2

2- Représentation graphique

4 est une fonction polynéme du second degré avec

| La représentation graphique d'une fonction polyndme du second degré est une parabole.

On peut distinguer deux cas selon le signe du coefficient de X2.

S a>0

La parabole présente un minimum et ses deux branches

sont tournées vers le haut.

o

S a<0

N}

La parabole présente un maximum et ses deux branches

sont tournées vers le bas.
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3- Forme canonique

Si f est lafonction polynéme du second degré définie par f (X) = ax? + bx + ¢ (aveca # 0),
alorsil existe deux réels o et B telsquef (x) = a(x - x)2 + .

b __ (b*-4ac)
"= b

Laformef(x) =a(x- «)2+p est appelée laforme canonique def .

Elle permet de construireletableau de variationsdef et detrouver son extremum.
(son maximum ou son minimum)

Propriété

Soit f lafonction polynéme du second degré dont laforme canonique est f (x) = a(x - x)?+ B
(vecaz0 N ,,,,,,,
S a>0,f aletableau de variations suivant : o i ]

X

-0 o +0o0 A
o : CraTTX
B | | | | |

| | |
————————————————————————————————————————

i i i
7777777777777777777777777777777777777777

faun minimum égal ap et atteint pour X = «.

Sia<0,f aletableau de variations suivant: R 7 S B

|
I s S e e G Sl SR ]
|

I l} l} l} l} l}
X |- a +o0
I | | | | l} l} I

| |
———————————————————————————————————————

" AR

faun maximum égal a g et atteint pour X = .

Exemples

a) Soit f définie par f(X) = x2—4x+ 5.

Montrer quef (x) = (x—2)2 + 1, en déduire I'extremum def.

Réponse  (x —2)2+1=x2—4x +4+1=x—4x+5=f(X).

Laforme canonique def est doncf (x) = (x—2)2 + 1, on en déduit que f possede un minimum
égal a1 et atteint pour x = 2.

b) Soit g définie par g(X) = -2x2 + 4X + 6.
Montrer que g(x) = -2(x — 1)? + 8, en déduire I'extremum de f.

Réponse
2X—1)2+8=-2(X—-2X+ 1)+ 8=-2@ +4Xx—-2 + 8 =-2x? + 4x+ 6 = ¢(X).

Laforme canonique de g est donc g(x) = -2(x — 1)2 + 8, on en déduit que g posséde un maximum
égal a8 et atteint pour x = 1.
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